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Referentie- en inertiaalstelsels

Om processen die plaatsvinden in de natuur te beschrijven is een
referentiesysteem nodig:

 systeem van codrdinaten om de positie van een deeltje in de ruimte vast te
leggen, en

« aan dit systeem gekoppelde klokken om de tijd aan te geven

Een voorbeeld van zo’n referentiesysteem is een inertiaalstelsel:
een stelsel van ruimte- en tijdcodrdinaten waarin de traagheidswet
geldt:

 een vrij massadeeltje (dus in afwezigheid van erop inwerkende uitwendige
krachten) is of in rust 6f het beweegt zich met een constante snelheid
(grootte en richting) voort

Bij transformaties naar een willekeurig ander referentiestelsel
hoeft dit niet te gelden, tenzij men zich beperkt tot lineaire
transformaties van coordinaten en tijd
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Relativiteitsprincipe van Galilel

Voor inertiaalstelsels geldt het relativiteitsprincipe:

« alle natuurwetten zijn hetzelfde in alle inertiale referentiesystemen; alle
Inertiaalsystemen zijn in dit opzicht volledig equivalent.

Dit houdt in dat de vergelijkingen van de natuurwetten invariant
zijn onder Galilei-transformaties van coordinaten en tijd van het
ene inertiaalsysteem naar een ander:

r'=r-Vt

t'=t
De klassieke of Newtonse mechanica is op dit Galileische
relativiteitsprincipe is gebaseerd. Hierbij zijn:

* de tijd absoluut: er is één tijd verondersteld voor alle referentiesystemen;
er kan zinvol van gelijktijdigheid van gebeurtenissen worden gesproken;

 de afstanden absoluut tussen gelijktijdige gebeurtenissen in de ruimte
(tussen niet-gelijktijdige gebeurtenissen zijn de afstanden relatief)
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Wetten van Galilel en Newton

1. Een vrij lichaam blijft in rust of volhardt in zijn éenparige,
rechtlijnige beweging (traagheidswet van Galiler)

2. De verandermg van de impuls (de hoeveelheid van beweging)
p=mi Vvan een lichaam is evenredlg met de effectief op het
lichaam werkende kracht p=m#=F (Newton).

3. Actiekracht en reactiekracht zijn gelijk in grootte, maar
tegengesteld gericht (Newton).
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Uit Newton’s wetten volgt (1)

Voor een systeem van een aantal puntmassa's geldt:
« de interactiekrachten tussen de puntmassa's onderling vallen
paarsgewijs weg (actie = - reactie)
* de verandering van totale impuls (som van de individuele

Impulsen) van het systeem van puntmassa's is gelijk aan de
totale uitwendige kracht F”’

* de totale impuls is dus een constante van de beweging van
een gesloten systeem (F'=0).

Het zwaartepunt van het systeem beweegt alsof de hele massa
hier geconcentreerd is en alle uitwendige krachten hier
aangrijpen.
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Uit Newton’s wetten volgt (2)

De totale energie (som van kinetische en potentiéle) is een
constante van de beweging van een gesloten systeem.

De kinetische energie van het systeem is gelijk aan die van de
totale massa, geconcentreerd gedacht in het zwaartepunt, plus die
van de bewegende delen van het systeem ten opzichte van het

Zwaartepunt.

Het totale impulsmoment is een constante van de beweging van
een gesloten systeem.



De functie van Lagrange

Uitgaande van Newton’s 2e wet wordt de actie van een systeem
van puntmassa’s die een virtuele verplaatsing 6 uitvoeren tov de
werkelijke beweging, geintegreerd tussen de tijdstippen ¢, en ¢,,
waarbij op deze tijdstippen de virtuele posmes samenvallen met d

werkelijke:
t2

In afwezigheid van snelheidsafhankelijke potentialen levert
uitwerking:

TZ(mjfj_Fj)'é = —f 5T—-8U)d =—5det

tlJ
waarin Lde functie van Lagrange voorstelt. De mtegraal van L IS

dus extreem (minimaal) voor de werkelijke beweging.

€

0



Principe van Hamilton en bewegingsvergelijkingen
van Lagrange

Het beginsel van Hamilton generaliseert dit variatieprincipe. Wij
leiden nu hiermee de bewegingsvergelijkingen van Lagrange af.

Het zal blijken dat wij, alleen gebruik makend van deze concepten
en van de homogeniteit en isotropie van ruimte en tijd kunnen
afleiden:

* Newton’s eerste wet (Galilei's traagheidswet)

« Newton’s tweede wet

» Energie als constante van de bewegings

* Impulsmoment als constante van beweging

Deze benadering is van belang, omdat deze methodiek bij de SRT
en ART herhaaldelijk zal worden toegepast.



Bewegingsvergelijkingen van Lagrange

De mechanische toestand van een systeem van N puntmassa’s
blijkt volledig bepaald te zijn door de (gegeneraliseerde) 3NV
coordinaten en 3N snelheidscomponenten. De variatie van de actie
Integraal is dus met een nog nader te bepalen L te schrijven als:

t2 3N t2 3N 8L 8L
5S= 6> Lig, q,)dt|=[ D (==6q+ —=64,)dt= 0
t1 j=1 tl j=1 aq]' agj

Uitwerking hiervan levert de bewegingsvergelijkingen van
Lagrange voor de N massadeeltjes:



Homogeniteit en isotropie

Maar eerst nog even de begrippen:

Homogeniteit van de ruimte

Homogeniteit van de tijd

Isotropie van de ruimte




Bepaling van de Lagrange functie (1)

1. Voor een vrij deeltje kan L kan niet expliciet van de plaatsco0r-
dinaten of tijd afhangen (homogeniteit r en t), noch van de
richting (isotropie), dus alleen van |v|of v*.

oL . d 0L oL
Omdat — =01s —(=—)=0 endus — = . Dus
or dt ( av) ov constant
moet v constant zijn (traagheidswet)

2. In een inertiaalstelsel met snelheid & moet L op een constante of
een totale tijdsafgeleide na gelijk zijn:

L'(v*)=L(v?*)=L(v*+ 2v.e+ €)~ L(»)+ % 2v.€
y
De laatste term moet dus een lineaire functie zijn van v = % ,

dus L= %mvz (introductie van de trage massa als constante)



Bepaling van de Lagrange functie (2)

3. Voor gesloten systeem van deeltjes met alleen onderlinge
Interactie blijkt:
U = Z vaJ — Ulry,ry,...,ry)

Hiermee leidt de beweglngsvergelukmg voor het /¢ deeltje:
0= d<8L) oL _ dv, +8_U dv, |
dt 0Ov, ar " dt or; " dt /

tot de tweede wet van Newton

4. Dit systeem kan worden gezien als een enkel deeltje onder
Invloed van een uitwendige kracht (nl. de wisselwerking met
alle andere deeltjes die een bepaalde beweging uitvoeren als
functie van de tijd): , _ 1 2 Ulr. 1)

2 b
F= mv= _oU

or



Behoudswetten met Lagrange (1)

Homogeniteit van de tijd maakt dat voor een gesloten systeem L
niet expliciet van de tijd kan afhangen. Dan is (gebruik makend van

de bewegingsvergelijkingen)'

dL _ < i+ oL
%:Z.@%%‘FZG% t
N N

oL | d . oL
Z iy Gq] ;Gq] 1= ];dt 954

En dus blijkt Z q]a—L — L een constante van de beweging van
het systeem. /=1 99, .
Omdat L kwadratisch isin ¢, is Z 95q

J

E=2T-L= T+ U constant gedurende de beweging.

= 2T endusis



Behoudswetten met Lagrange (2)

Homogeniteit van de ruimte eist datvoor een lichaam zonder
Interacties de verschillende posities in de ruimte mechanisch
equivalent zijn. Onder een transformatie voorNeen systeem van
deeltjes op positie r.naar r +e moet dan L = Z myv:— Ulry,ry...,)

- 8L]_l - 0L
voor iedere ¢ gelijk bluven dus s L = Z Sr;= €. ), == 0 €n

r or
O_L _ZF

j j=10F;
Grj

Voor 2 deeltjes volgt hieruit: actle: - reactie (3° wet Newton).

Uit de beweglngsvergelukmgen volgt nu dat 7 Z SL 0, dus met
P= ) p,= > —— vinden wij dat de impuls vari een gesloten
systeem constan? Wi Ijft gedurende de beweging. VVoor een enkel
deeltje In interactie met de rest van het gesloten systeem is dan

pj— F;=0 = p=F



Behoudswetten met Lagrange (3)

Isotropie van de ruimte vereist dat de mechanische eigenschappen
van een gesloten systeem niet veranderen als dit in zijn geheel op
een willekeurige manier wordt gedraaid in de ruimte. Bij een
draaling over d@ IS or=90@ xr en ov =0¢ x v IS dus:

oL=0

oL d oL oL
=S (9L 5, LOL § sro+ 255
Z ar EAFTY V)= Z(dt<6v Jor, ov, ;)

—Z ;. 0PpXr;+ p;.opXvy;) 6¢.Z(rj><pj+vj><pj)
J

= 5([).%; rxXp;,=0

Het impulsmoment B = Z r ;X p; van een gesloten systeem
blijft dus constant gedurende de beweging.



Energie en impuls in relatie tot de actiefunctie

Energie en impuls kunnen ook direct uit de actiefunctie S worden

afgeleid. Bij een variatie van het eindpunt op tijdstip ¢ in de
actieintegraal en met inachtname van de bewegingsvergelijkingen,

vinden wij:

Bij afleidingen in de SRT en ART zullen deze relaties ook weer
terugkomen.



Newtonse zwaartekracht, zware en trage massa

Twee massa's oefenen een aantrekkende kracht op elkaar uit die
evenredig IS met beide massa's, en omgekeerd evenredig met het
kwadraat van de afstand:
F = GmML3
r

Hier zijn de massa's de grootheden die de sterkte van de
zwaartekracht bepalen, die op het andere lichaam wordt
uitgeoefend. Deze grootheid worden daarom de zware massa m.

genoemd.

In Newton's 2e wet Is de massa ingevoerd als de evenredigheids-
constante die vastlegt welke kracht nodig is om een lichaam een

bepaalde versnelling te geven. Deze grootheid wordt daarom de

trage massa m genoemd:



Zware en trage massa (2)

Aangezien de actie- en reactiekracht tussen twee lichamen in
grootte aan elkaar gelijk zijn, voldoet de versnelling ¢ van een
lichaam met trage massa m_en zware massa m_onder invloed van

de zwaartekracht van een ander lichaam met zware massa MZ aan:

M_m, GM_m,

F=mg= —G— = g= ——
r r-m,

mZ

en is g dus ook afhankelijk van de verhouding

m,

Empirisch blijkt deze verhouding tot in 10™** constant te zijn. Bij de
gebruikelijke eenheden is deze verhouding gelijk 1 gesteld.

De versnelling ¢ is dus onafhankelijk van de eigen massa



Puntmassa in een centraal krachtveld (1)

Uitgangspunt Is de Lagrangiaan voor massa's 7, en m, In interactie

met elkaar: 1 ., 1 .,
L= Eml”l T Emz"z — Ul(|r,—r,)
Met de oorsprong in het zwaartepunt is m,r, + m,r, = 0. Verder
stellenwij r- r,-r, waarmee r, = m,r/(m;+m,) en
r,= —mrl(m+m,).
Stellen wij ook nog de gereduceerdemassa m = m,m,/(m, + m,),

dan is de Lagrangiaan:
1 .o

L= —mr

2
Het impulsmoment b = rX p IS een constante van beweging, dus
de beweging is in een vlak. Met poolcodrdinaten in dit vlak is L nu

te schrijven als: ,
L=T-U = %mwz + 2 — Ulr)

Ul(r)



Puntmassa in een centraal krachtveld (2)

De bewegingsvergelijkingen van Lagrange zijn hierbij:

oU d
+ — =
mir—mr¢° P 0 en dt(mr b) =
Hieruit volgt dat het impulsmoment » = mr°¢ constant is. Het
oppervlak Y2r°¢ dat per tijdseenheid wordt bestreken door de

radiusvector is hiermee gelijk aan 5/2m en dus ook constant. Dit is
de 2° wet van Kepler, de zgn. perkenwet.

Hiermee wordt de eerste vergelijking er een in r(z) alleen:
b’ oU

mir — — + — =0
m]/'B 8r

Deze uitdrukking wordt nu opgelost voor een planeet met massa

m (= m ) In het zwaartekrachtsveld van de zon met massa m_(=
Gm,m,

m2) dus U= —

r



Puntmassa in een centraal krachtveld (3)

Eliminatie van ¢ en integratie van de DV voor r(p) geeft de
oplossing de baanvergelijking:

P
) 1 + ecos(p—a,)
b

waarin p = en ¢ een willekeurige constante groter.
Gm,m_m

y —

Dit is een kegelsnede: een ellips voor e</ (Kepler's 1° wet), een
parabool voor e=1 en een hyperbool voor &>/

Gm,m,

2 (e"°—1)

Deze is dus negatief voor de elliptische, 0 voor de parabolische en
positief voor de hyperbolische baan

De energie £ = T+U Is constant langs de baan: £ =



Puntmassa in een centraal krachtveld (4)

Met de perkenwet is de omlooptijd 7' gelijk aan het quotieént van
het oppervlak van de ellips en het opperviak 5/2m per tijdseenheid.

2
Met de halve lange as ¢ = —£— = b _ isdus
1-¢" Gm,m,m(1-¢€)
T 1Ta2\/1—€2: 21T m p’
0 b/zm b(1_€2)3/2
Het quotiént
o _va-e)  pt B Glm,tm)
T’ drim’pt (1-€°) 4°m’ p 41’

ofwel w,’a’ = G(m,+m), leidt tot Kepler's 3° wet (m_>> m).



Puntmassa in een centraal krachtveld (5)

Omdat m_>> m IS er een vrijwel vast verband tussen de omloop-

tijden en de halve lange assen van alle planeetbanen in ons
zonnestelsel: w *a’ = 1.328844x10” m’s™?

Bij een waarde van G = 6.673 x 10™ Kg*m’s™ voor Newtons
constante is dan de massa van de zon M = 1.989 x 10% Kg.
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Figure 2.3 Kepler’s third law for planets orbiting the Sun.



Precessie (1)

Stel nu dat U(r) afwijkt van de vorm 1/r. De energie Is:

1 2 242 1 o, b
E= Zm(ir+r¢)+U(r)= =mir+ >
2 2 2mr

+U(r)

. . dr 2 b’
Hiermee is i = = (=|E-U(r)]-——] ,zodatna
integratie: ! " m-r

[ = f \/ dr + konstante
{

21 yr)--2

m mr

Uit b= mr°¢p volgt d ¢ = b > dt waarmee de baan ¢(r) wordt
verkregen: mr

P = f bdr + konstante

2

rz\/{Zm[EU(r)]b—z}

r




Precessie (2)

Voor peri- en apohelium is i - 0 , waarmee de bijbehorende »
waardenuit o _ 1 2. b L+ U(r)

2 2mr worden verkregen.
Bij twee oplossingen beweegt tijdens een omloop de voerstraal van
r naarr enweer terug en is de voerstraal gedraaid over een

min ax
bdr

oek

Ap=2] :
o rz\/{Zm[E—U(r)]—b—z}

r
De baancurve is alleen gesloten als deze hoek gelijk is aan 27,
want dan heeft de voerstraal na & perioden j omwentelingen
gemaakt. Dit IS In een zuiver centraalsymmetrisch zwaartekrachts-
veld het geval (j = k£ = 1), maar verstoringen ervan leiden tot het
wegdraaien van peri- en apohelium.

(figuur)



Precessie (3)




Precessie (4): Perihelium van Mercurius

Boogseconden Reden
per eeuw
5025.6 Precessie van de aardas *)
531.4 Zwaartekrachtwerking van de andere planeten
0.03 Afplatting van de zon (quadrupoolmoment)
42.98+0.04 | Algemene relativiteitstheorie
5600 Totaal
5599.7 Waargenomen

*) Dit geldt voor een aardse waarnemer, het effect is 360° in
25788 jaar






Systeem van puntmassa's en zwaartepunt

Voor de j* puntmassa in een extern veld F’J en in interactie met de
andere puntmassas van het systeeem:

mi,= F,= F' +) F,
Voor het hele systeem is dus: ‘

) d o , _ A
ijrjz Eijrj: P = ZF j—%— ZFJ.: F
J J J #k J
en P= F'
Met het zwaartepunt volgens: mro= 2, m,r; enmet
m= D, m, isdus: mf,= F' /

Het zwaartepunt van het systeem beweegt alsof de hele massa hier
geconcentreerd is en alle uitwendige krachten hier aangrijpen.



Energie van een gesloten systeem

Scalaire vermenigvuldiging van Z m;r; = Z F; met F; levert

ijr'j-r"' = Zr’ .F; ,waarmée /
dt J Z m l/‘ Z m r l" Z r.j.Fj
p— —Z —X _|_ d_(]
zodat E = T+U = constant. ; dt

Met het zwaartepunt is r; = r, + r';en Kkan de kinetische energie
worden geschreven als

T = Z (Foti, Zm )F "+ F,. ;/Vj/i’"j-l-Z;—mji"jz
J

1 ] 1 ., ,
:Emro +Z§mjl/' j — T0+T



Impulsmoment en draaimoment

Vectorvermenigvuldiging van Zm P, = ZF met r; levert

ijrjxsz erXF Zr XF' —I—W
J J

J k#j

Hierinis r;XF, +rXF, = (r,—r)XF = 0 omdat (r,— r,)
en F,;gelijk gericht zijn.

Zo volgt hieruit: —t= —Zm rXF,= Y P XF' = M
i

het impulsmoment b is dus een constante van de beweging
van een gesloten systeem ( M'=0 ).



Functie van Lagrange (1)

WIij gaan uit van de identiteit

mer— ).or;dt =0

t1 ]
Het eerste deel van deze integraal schrijven wij:

12
IZ%@ﬁmm Zmr6r|—f2mr

tl J t]]

- _fzmjfj.afj dt = fcssz

tl J

want immers is ) m 7. 5F, ~Z
J

(F,+ 6F) — D
Z mr= o1

J

N |

) dt



Functie van Lagrange (2)

Het tweede deel van de integraal schrijven wij met F , = -VU

. 12
als; —fZFj.érj dt

t]]

Beide delen samen leveren dus:

12
[S(m,i,—F,).sr,d=—[(sT—5U)dt = 0
tl

tl J

ofwel met de functie van Lagrange: L =T7-U

5[ Ldi= 0
t1



Bewegingsvergelijkingen van Lagrange

Voor de extrema van de actie—integraal IS:

t2 3N 6L
58 = Z 5q ~Z=5¢.)dt= 0
J;, 1 0q, " 04,
Partéle intergratie levert:
3N 2 t2 3N
0 oL d OL
58= D %—68q;| + IZ(—— ———)8q,d

Dit moet voor elke willekeurige viruele verplaatsing 6 g ; gelden,
zodat de bewegingsvergelijkingen van Lagrange zijn:

d

De bewegingsvergelijkingen blijven hetzelfde voor L=L+(— ”

fdt



Impuls en energie direct uit de actiefunctie

Als het eindtijdstip variabel wordt ondersteld, dan kan de
actieintegraal S gezien worden als een expliciete functie van de
tijd 7 :

3N t 3N

Omdat aan de bewegingsvergelijkingen moet worden voldaan, valt
de tweede term rechts weg. We houden over: .. |

| oS
08 = Z 6q;= Zp]5q] ,dus p,; = F

Verderis S = det ~dus

dS %8S ~ 8S . _ 858
[ = 2= 224y 224 =224
dt ot ; aq T ;p i

86]]



Banen van m, planeet en Zon om het zwaartepunt

« Z = zwaartepunt van het systeem Zon - planeet

e m = positie van de gereduceerde massa in zijn baan

e Mp en mz = posities van Zon (mz) en planeet (mp) in hun baan
e NB: geen rotaties van de Zon of planeet door de baanbeweging!



