Toelichting op het begrip tensor  

in de Einstein vergelijkingen
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1. Waarom een tensor?

Het doel van de SRT & ART voordrachten is om een beter begrip te krijgen  van de overgang van de Newtoniaanse mechanica, die gevat is in een begrijpelijke formule, 
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naar de relativistische mechanica, die nogal duister geformuleerd wordt met tensoren zoals op onderstaand  plaatje
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De notatie voor deze zgn Einstein vergelijkingen zal in deze toelichting de notatie volgen als door Landau
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waarin gebruik gemaakt wordt van de tensoren 
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( ruimte-tensor) )  en  ( energie-tensor) 
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. G is de bekende gravitatie constante en c is de lichtsnelheid.  De indices i en k kunnen de waarden aannemen van 0,1,2 en 3, die, zoals we weten, op hun beurt corresponderen respectievelijk met de vier-dimensionale coördinaten ct, x, y, z . Er zijn twee redenen om tensoren te gebruiken: 

· Het is een handige en compacte schrijfwijze Hierboven, bijvoorbeeld, staat niet één vergelijking maar 4x4=16 vergelijkingen, dus  dat is een heel compacte en handige manier van schrijven. Het voorkomt ellenlange vergelijkingen, die het zicht op de zaak kunnen verduisteren. 

· Bovendien zal blijken dat tensoren de toestand van de beschouwde natuur in zich vertolken en dat die gehandhaafd blijft bij transformaties.

Het is handig en compacte schrijfwijze.

Deze handige schrijfwijze vergt enige toelichting. Deze handige schrijfwijze kan allereerst als volgt toegelicht worden. Stel we hebben twee vergelijkingen bv
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Met behulp van matrices kunnen we dat als volgt handig en overzichtelijk herschrijven
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We proberen deze uitdrukking nog compacter te schrijven met  
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Vervolgens introduceren we de variabelen i en j die de waarden 1 en 2 kunnen aannemen Daarmee krijgen we de uiterst compacte vorm
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Tensoren.

Wat meestal niet bekend is dat  een scalar, die geeft de grootte weer en geen richting, ook een tensor is, zij het van de nulde rang. De scalar bevat dus slechts één component, bijvoorbeeld de temperatuur. 

Vervolgens is er de tensor van de eerste rang, die heeft een grootte en één richting en  heeft dus 3 componenten bevat. De snelheid  is daarvan en voorbeeld.

En vervolgens hebben we een tensor van de tweede rang , bijvoorbeeld de spanningstensor, die bevat 9 componenten  en wordt hieronder toegelicht, te meer daar deze tensor een belangrijk deel van de energietensor zal blijken te verduidelijken.

Voorbeeld uit de elasticiteitstheorie

 In een materiaal waar krachten op werken heerst een bepaalde spanningstoestand.
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Als we van dat materiaal een kleine kubus bekijken dat zien we de onderstaande spanningenwerken op de zes vlakken:
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Daar waar de indices gelijk zijn, bv 
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 is er sprake van een spanning loodrecht op het vlak en dat kan een trek of druk zijn. Daar waar de indices ongelijk zijn, bv 
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 is er sprake van een schuifspanning. Al deze spanningen nu kunnen ook in een matrix geschreven worden 
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Deze uitdrukking heet de spanningstensor, die in de elasticiteitsleer altijd wordt gebruikt.  Wat nu van zo’n eminent belang is dat deze tensor de spanningstoestand van het materiaal karakteriseer: het representeert dus een natuurkundige toestand van het materiaal!!

Deze tensor is dus en set van negen componenten, die transformeren als de producten van 2 gewone vectoren. Bij nader onderzoek blijkt ook dat de som van de componenten van de hoofddiagonaal invariant is voor transformaties. En dan gaaan we nu over op de energie tensor

De energie tensor

We zullen nu allereerst de uitdrukking proberen te vinden voor de energie tensor, dat een 4x4 tensor is en dat komt natuurlijk omdat we naast de traditionele assen x, y en z nu ok ct hebben. . Eerst proberen we zicht te krijgen op de energie tensor op een wat meer intuïtieve manier. Daarvoor moeten we eerst  de begrippen de viersnelheid, vierimpuls en  energie opfrissen. Daarvoor hebben we eerst nodig. 

De vierimpuls snelheid

Deze is gedefinieerd als volgt:
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en is dus de snelheid  en de tangent van de wereldlijn.

De vierimpuls

Eerder is behandeld dat  de impuls vergelijking als volgt is  
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terwijl de energie uitdrukking 
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De componenten 
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Stel we hebben een deeltje, dat langs een baan 
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 in de vierdimensionale ruimte beweegt en dat de impuls 
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. We voeren in het begrip dichtheid van 
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Dat is dus de energiedichtheid, gedeeld door c, die zich verplaatst in richting i. Merk op dat de dimensies juist zijn en dat goed weergeven dat er sprake is van energie x snelheid. Immers
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Vervolgens definiëren we ook de stroom van 
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 met i= x, y, z als 
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waarbij 
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De componenten 
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Deze grootheid, gedeeld door c, is de impulsdichtheid richting 
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De componenten 
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Dus 
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geeft de snelheid weer waarmee de impulsdichtheid in richting j zich verplaatst in richting i. 

Nu laten bovenstaande uitdrukkingen zich combineren tot
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De component 
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Een heel belangrijke component is 
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, omdat die de energiedichtheid weergeeft. Immers
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Het defect va de aanwezigheid van energie = materie wordt geacht geheel beschreven te zijn met 
[image: image47.wmf]ab

T

.

Een meer formele afkleding van het bovenstaande is als volgt te doen.

We veronderstellen een mechanisch systeem waarvan de actie integraal in een vier-dimensionale ruimte 
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Hierbij is 
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De bewegingsvergelijken , de zgn veldvergelijkingen, als we tenminste te maken hebben met ene veld, worden verkregen met het principe van de minste actie, door S te variëren, waarbij we een nieuwe notatie invoeren
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Na enig gereken blijkt dat 
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 een belangrijk resultaat. Dat weer impliceert dat de integraal van 
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 EMBED Equation.3  [image: image59.wmf]ik
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 over het beschouwde oppervlak constant blijft en dat doet ons weer onmiddellijke denken aan de wet van het behoud van het impulsmoment. Bovendien komt naar voren dat
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En dat vertoont weer een opmerkelijke parallel met de klassieke uitdrukking voor het behoud van energie
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Dus we  constateren dat b
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beschouwd moet worden als de energiedichtheid van het systeem en dat dus de integraal daarvan de totale energie van het gehele systeem is. 

Bij nadere analyse blijkt dat de verandering van de energie 
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 in een bepaald volume gelijk is aan de hoeveelheid energie  
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die getransporteerd wordt door de oppervlakte grens van dat  zelfde volume.De energiestroomdichtheid is dus een vector. 

Evenzo vinden we dat de verandering in tijd van  
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over het gehele volume gelijk is aan de drie-dimensionale  tensor van het impuls stroomdichtheid, , 
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. Gebruikelijk is de  notatie 
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, als voor de bovengenoemde spanningtensor. Dat betekent dus dat de impulsdichtheid 
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 een vector is en dat 
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 een tensor. Ook nu geldt op dezelfde manier  dat 
[image: image71.wmf]ab

T

 weergeeft de hoeveelheid van het 
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Druk

De componenten 
[image: image74.wmf]T

met gelijke indices 1, 2 en 3 voor resp. x, y en z geven natuurlijk de druk weer.

Al doende krijgen we langs de formele weg  het beeld van de energie-tensor 
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, dat we langs intuïtieve weg eerder verkregen.
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Voor een lichaam in rust geldt de wet van Pascal 
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